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— Allez, on ne se moque pas !
Une respiration.

— J’ai développé une notion synthétique de courbure
de Ricci minorée dans les espaces métriques mesurés com-
plets et localement compacts.

sRAsSET —_ QL]DI P

— C’est des blagues ?




LES ERREURS

Un premier fait doit nous étonner, ou plutot devrait nous étonner, si
nous n’y étions si habitués. Comment se fait-il qu’il y ait des gens qui
ne comprennent pas les Mathématiques ? Siles Mathématiques
n’invoquent que les regles de la Logique, celles qui sont acceptées par
tous les esprits bien faits, (...) comment se fait-il qu’il y ait tant de
personnes qui y soient totalement réfractaires ?



LES ERREURS

Un premier fait doit nous étonner, ou plutot devrait nous étonner, si
nous n’y étions si habitués. Comment se fait-il qu’il y ait des gens qui
ne comprennent pas les Mathématiques ? Siles Mathématiques
n’invoquent que les regles de la Logique, celles qui sont acceptées par
tous les esprits bien faits, (...) comment se fait-il qu’il y ait tant de
personnes qui y soient totalement réfractaires ?

(...) Etil y a plus ; comment "erreur est-elle possible en
Mathématiques ? (...) Est-il nécessaire d’ajouter que les bons
mathématiciens eux-mémes ne sont pas infaillibles ?



UNE RETENTISSANTE ERREUR
... DE COMMUNICATION

Non, il n’y a pas d’espace absolu ; ces deux propositions contradictoires :

« la Terre tourne » et « la Terre ne tourne pas » ne sont donc pas
cinématiquement plus vraies l'une que l'autre. Affirmer l'une, en niant I'autre,
au sens cinématique, ce serait admettre l'existence de I'espace absolu.






KEPLER

Blue line length———— (5.000)
Red line length—— (5.000)
Total length: (10.00)

Orbites elliptiques,
le Soleil est un foyer



SECONDE LOI DE KEPLER

Les aires sont balayées uniformément



TROISIEME LOI DE KEPLER

Relation entre la période et le demi-grand axe



TROISIEME LOI DE KEPLER

ANNEES PLANETAIRES demi-axe
Mercure 0,24 Me 04
Vénus 0,61 \Y% 0,7
Terre 1 T 1
Mars 1,9 Ma 1,5
Jupiter 12 J 5,2
Saturne 29 S 95
Uranus 84 U 19,6
Neptune 164 N 30
Pluton 248 P 39

Relation entre la période et le demi-grand axe



Voltaire :

« Kepler, qui trouva cette proportion, était bien loin d'en trouver la
raison. Moins bon philosophe qu'astronome admirable, il dit que le
soleil a une ame, non pas une ame intelligente, mais une ame végétante,
agissante : qu 'en tournant sur lui-méme il attire a soi les planetes; mais
que les planetes ne tombent pas dans le soleil, parce qu'elles font une
revolution sur leur axe. Ion faisant cette révolution, dit-il, elles
présentent au soleil tantot un coté ami, tantot un coté ennemi : le coté
ennemi est repoussé; ce qui produit le cours annuel des planetes dans

les ellipses.
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devait tourner sur son axe; l'erreur le conduisit par hasard a la verie.
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raison. Moins bon philosophe qu'astronome admirable, il dit que le
soleil a une ame, non pas une ame intelligente, mais une ame végétante,
agissante : qu 'en tournant sur lui-méme il attire a soi les planetes; mais
que les planetes ne tombent pas dans le soleil, parce qu'elles font une
revolution sur leur axe. Ion faisant cette révolution, dit-il, elles
présentent au soleil tantot un coté ami, tantot un coté ennemi : le coté
ennemi est repoussé; ce qui produit le cours annuel des planetes dans
les ellipses.

1l faut avouer, pour ['humiliation de la philosophie, que ¢ 'est de ce
raisonnement si peu philosophique, qu 'tl avait conclu que le soleil
devait tourner sur son axe; l'erreur le conduisit par hasard a la verie.

Kepler ajoute (...) que la masse du soleil, la masse de tout ['éther, & la
masse des spheres des étoiles fixes, sont parfaitement égales; & que ce
sont les trois symboles de la Tres-Sainte Trinité. »
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2corps __, onretrouve Kepler

Des qu'il y a 3 corps ou plus, pas de solution « explicite » !

Aucune loi n'interdit les événements catastrophiques...



Stablilité du systeme solaire ?

Saturnes
Uranus

Ceinture de Kuiper

‘—N uage de Elu-rt—l



Mercu ry



Jupiter

Saturn

" Neptune

-. "} & -t Pluto






Qu'en pense Newton ?

« Le sort aveugle ne pourrait jamais faire se mouvoir les Planetes
toutes semblablement dans des Orbes concentriques, a quelques
erreurs minimes pres, qui auraient pu provenir des Actions mutuelles
des Planetes ['une sur ['autre, et qui sont destinées a augmenter,
Jusqu'a ce que ce systeme ait besoin d'une reformation. »



STABILITE ?
LAGRANGE, LAPLACE & GAUSS

Inventent les méthodes perturbatives

Prédisent stabilité : invariance des grands axes

échelle de temps bien plus grande qu'attendu : 1/ £’

(A l'encontre des observations sur plusieurs siecles)

Confirment la loi de Newton et théorisent le
Déterminisme « laplacien »

@ O






Découverte des intersections homoclines



« Que l'on cherche a se représenter la figure formée par ces deux
courbes et leurs intersections en nombre infini dont chacune
correspond a une solution doublement asymptotique, ces
intersections forment une sorte de treillis, de tissu, de réseau a
matlles infiniment serrées; chacune de ces courbes ne doit jamais
se recouper elle-méme, mais elle doit se replier elle-meéme d'une
manziere tres complexe pour venir couper une infinité de fors toutes
les mailles du réseau. On sera frappé de la complexité de cette
Jigure, que je ne cherche méme pas a tracer. »



INSTABILITE ?

POINCARE
étudie le probleme restreint des trois corps

Il met en évidence des trajectoires extrémement instables,
imprédictibles sur de grands temps — c'est la naissance de
la théorie du chaos (avec Jacques Hadamard)



EPILOGUE ?

La théorie du systeme solaire chaotique est abandonnée dans les
années 50-60 sous l'influence de Kolmogorov... MAIS...

Années 1980 : Laskar, Tremaine et d'autres se lancent dans
la course a la simulation numérique sur des (dizaines de) millions
d'années; d'abord pour des astéroides puis pour le systeme complet

Jacques Laskar écrit un systeme perturbatif
“simplifié” de 150 000 termes, polyndme de
degré 5 en 16 variables (!) décrivant
I'évolution des orbites « keplériennes »...




EPILOGUE ?

La théorie du systeme solaire chaotique est abandonnée dans les
années 50-60 sous l'influence de Kolmogorov... MAIS...

Années 1980 : Laskar, Tremaine et d'autres se lancent dans
la course a la simulation numérique sur des (dizaines de) millions
d'années; d'abord pour des astéroides puis pour le systeme complet

Jacques Laskar écrit un systeme perturbatif
“simplifié” de 150 000 termes, polyndme de
degré 5 en 16 variables (!) décrivant
I'évolution des orbites « keplériennes »...

... Systeme peu prédictible au-dela de 10 MA,
imprédictible au-dela de 60 MA !

d(t)=d 10"
Statistiques ...




Pilier technologique : les ordinateurs ...
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Pilier conceptuel : le chaos et le hasard

C’est grice au hasard, c’est-a-dire grice a notre ignorance
que nous pouvons conclure; (...)

Vous me demandez de vous prédire les phénomenes qui vont se produire.
S1, par malheur, je connaissais les lois de ces phénomenes, je ne pourrais
y arriver que par des calculs inextricables et je devrais renoncer a vous
répondre ; mais, comme j’'ai la chance de les ignorer, je vais vous répondre
tout de suite. Et, ce qu’il y a de plus extraordinaire, c’est que

ma réponse sera juste.
H. Poincaré, Science et Méthode
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Pilier conceptuel : le chaos et le hasard

C’est grice au hasard, c’est-a-dire grice a notre ignorance
que nous pouvons conclure; (...)

Vous me demandez de vous prédire les phénomenes qui vont se produire.
S1, par malheur, je connaissais les lois de ces phénomenes, je ne pourrais
y arriver que par des calculs inextricables et je devrais renoncer a vous
répondre ; mais, comme j’'ai la chance de les ignorer, je vais vous répondre
tout de suite. Et, ce qu’il y a de plus extraordinaire, c’est que

ma réponse sera juste.
H. Poincaré, Science et Méthode

« ['avance I'1dée qu’au fil des années les petites perturbations e
modifient pas la fréquence d apparition des événements tels que les
ouragans : la seule chose qu'ils peuvent faire, c’est de modifier 'ordre
dans lequel ces événements se produisent. » E. Lorenz
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Pierre-Simon de Laplace (1810) : loi des erreurs

La moyenne statistique d'un grand
nombre de tirages aléatoires présente
des fluctuations « gaussiennes »



Le hasard lentement apprivoisé

Jacques Bernoulli (~ 1700) : pose le probleme des statistiques
Abraham de Moivre (~ 1730) : 1a loi gaussienne
Georges-Louis Leclerc de Buffon (1733, 1777) : I'aiguille !

Karl Friedrich Gauss (~ 1809) : moindres carrés gaussiens

Pierre-Simon de Laplace (1810) : loi des erreurs

Adolphe Quetelet (1846) : popularise la
«]oi des causes accidentelles »




Le hasard lentement apprivoisé

Jacques Bernoulli (~ 1700) : pose le probleme des statistiques

Loi des grands nombres
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Abraham de Moivre (~ 1730) : 1a loi gaussienne

Georges-Louis Leclerc de Buffon (1733, 1777) : I'aiguille !

Karl Friedrich Gauss (~ 1809) : moindres carrés gaussiens

Pierre-Simon de Laplace (1810) : loi des erreurs
Adolphe Quetelet (1846) : popularise la «loi des cause
Joseph Bertrand (1888) : « courbe de Gauss »

Francis Galton (1889) : « loi supréme de la déraison

| know of scarcely anything so apt to impress the imagination as the wonderful form of
cosmic order expressed by the "Law of Frequency of Error." The law would have been
personified by the Greeks and deified, if they had known of it. It reigns with serenity and
in complete self-effacement,amidst the wildest confusion. The huger the mob, and the
greater the apparent anarchy, the more perfect is its sway. It is the supreme law of
Unreason. Whenever a large sample of chaotic elements are taken in hand and
marshaled in the order of their magnitude, an unsuspected and most beautiful form of
regularity proves to have been latent all along.
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4
Francis Galton (1889) : « loi supréme de la déraison » .

George Poélya (1921) : marches aléatoires










































On prouve que le marcheur revient toujours (proba 1)
au point de départ.



On prouve que le marcheur revient toujours (proba 1)
au point de départ.

Ceci n'est pas vrai en dimension 3 : probabilité environ 0,34.
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L'equation de Boltzmann

Modélise les gaz raréfiés sous I'hypothese de chaos moléculaire
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Qf, f) = /Rv /g\r 1 (V) f (v f(fu)f(fu*)] v — v, | do dv,




Du microscopique au macroscopique

%)
W L wwf = QU S

P+ (or) =0

WD) T (o0 = ~Tp+ T - P 4o

a(ajze)—I—?-[(pe—l—P)tT]=?-(?-ﬁ)+pf-ﬁ—?-§+r




Du microscopigue au macroscopique
0

ot
0
a—{ + v-V,f —VV %, (/fd*r;) Nel = 0
of
= + v Vaf + FIf]-Vof = ¢ Qu(f.f)
I 5L
= eV, { /R =t (f(0) Vo (v) = f(0) Vo (v)) dv*}
© cpar e Lips
dp v df dT dT
ot TV () =0 \
Autant de mysteres !
%—Tj+v’-(pﬁ®ﬁ)=—?p+_v’-$+pf ) . | .
Ces équations s'appliquent
a‘(?,ze)+7»_[(pe+p)g]zv’.(%g)wf.ﬁ_v’.gﬂ bigr}maif ne sont pas
« aemontrees »




Théorie de Boltzmann

Sous l'effet de processus microscopiques
« aléatoires » et réeversibles, I'entropie augmente toujours
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Sous l'effet de processus microscopiques
« aléatoires » et réversibles, I'entropie augmente toujours




Comportement qualitatif d'un gaz classique

La distribution statistique cherche a maximiser son entropie
» distribution gaussienne




Irréversibilité

La croissance de l'entropie implique une fleche du temps,
due au caractere statistique /macroscopique
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[F MECANISME ET L'EXPERIENCE

Tout le monde connait la coneeption mécaniste de T'onivers qui
séduit tant de bons esprits et les diftérentes formes qu'elle a revi-
mi.ﬁc;s nus ge représentent le monde matériel cm_:nmra‘fnrmé (}*atnmes
fui s¢ meuvent en ligne droite en verta de lenr ioertie; la vilesse ou
la direction de ce mouvement ne peut changer que lorsque deux

s s¢ chogquent.
ati‘?s&autfes c-:lu:lmaf.l;ent 'setion a distence et supposent que les
atomes exercent les uns sur les autres une attraction (ou sne répul-
sion) qui dépend de la distance e.riivaul,‘ une loi quel?onqui. )

La premiére maniére de voir n'est é\rldaulm?nt q,u un eas pa,n- icu-
fier de la seconde; oo que je vais dire sera vral de l'Llﬂ.B e't; ':%a Vautre.
Les conclusions les pius importantes s’a.ppliquermef}t d'ailleurs an
mécanisme cartésien o T'on suppose la matiém‘ coptinue. ' B

Ce serait peut-dtre ici le lien de discutn.ar }es filf'ﬁmfités meélaphy sl;
ques qne soulévent ces conceptions; maie je w'aurais pas pour ce :
aviorite néeossaire. Au lisu d'enirekentr les lacteurs de celic re’fu{
de ce qu’ils savent mieux que moi, je .préfare lenr parleri dle E?Jniéra_
qui leur sonl moins farniliers mais gui peavent cependani les 1
regser indirectement. ‘ .

Jo vais done m’occuper des obstacies que les mécanisles .out ren-
contrée quand ils ont voula councilier leur systéme avec I‘?s fails cxt:;:—
rimentaux et des efferts qu'ils ont faits pour les vainere ou s

rOCE. ‘
mi;)ans Thypothese dn mécanisms, tous les phénﬂmq‘:n_es dnweut‘ }:E'tél'l-%-
réversiblos; par exemple les astres pourraient pargonrir 'Jefur? 1?1_11 3
dans le sens rétrograde sans que la loi de Newton fot violée; il en
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serait encore de méme avec une loi d'attraction quelconque, Ce
n'est donc pas la un fait particulier & I'astronomie, el la réversibilité
est une conséquence nécessaire de toute hypothése mécaniste.

L'expérience met an contraire en évidence une foule de phéno-
ménes irréversibles. Par exemple si I'on met en présence un corps
chaud et un corps froid, le premier cédera de la chaleur au second,
le phénomene inverse ne se produira jamais. EL non seulement le
corps froid ne restituera pas & I'autre la chaleur qu’il lui a prise
lorsqu’ils agiront directement 1'un sur 'autre; mais quel gue soit
l'arlifice qu'on emploie, les corps éirangers qu'on puisse faire inter-
venir, cette restitution restéera impossible & moins que le gain ainsi
réalisé ne soit compensé par une perte au moins équivalenle. En
d'autres termes si un sysiéme de corps peut passer de I'état A &
I’étal B par un certain chemin, il ne pourra pas revenir de 1'état B &
I’état A ni par le méme chemin, ni par un chemin différent. C'est ce
qu'on peut exprimer en disant que non seulement il n'y a pas réver-
sibilité directe, mais qu'il n'y a pas méme réversibilité indirecte.

On a cherché de plusieurs maniéres & échapper a cette contradic-
tion; d'abord par ’hypothése des « mouvements cachés » de Helm-
holtz. On connait 'expérience faite par Foucaut an Panthéon al'aide
d'un trés long pendule, Cet appareil semble toarner leniement, met-
tant ainsien évidence la rotation terrestre. Un observateur quiignore-
rait le mouvement de la terre, ne manquerait pas de conclure que les
phénoménes mécaniques sont irréversibles. Le pendule tourne tou-
jours dans le méme sens et on n'a aucun moyen de le faire tourner en
sens inverse; il faudrait pour cela changer le sens de la rotation du
globe. Un pareil changement est bien entendu irréalisable ; mais pour
nous il est concevable; il ne le serait pas pour un homme qui croi-
rait notre planéte immobile.

Eh bien, ne peut-on imaginer qu'il existe dans le monde molécu-
laire des mouvements analogues, qui sont cachés pour nous, sur
lesquels nous n'avons aucune prise et dont nous ne pouvons changer
le sens?

Cette explication est séduisante, mais elle est insuffisante; elle fait
voir pourquoi il n’y a pas de réversibilité directe; mais on démontre
qu’il devrait y avoir quand méme réversibilité indirecte.

Les Anglais ont proposé une hypothése toute différente. Pour la
faire comprendre, je me servirai encore d'une comparaison : si l'on a
un hectolitre de bié¢ et un grain d'orge, il sera facile de cacher ce
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grain an milien du blé; mais il sera presque impossible de le
retrouver, de sorte que le phénoméne semblera en quelque sorte
irréversible. Cela tient & ce que les grains sont petits et nombreux;
Iirréversibilité apparente des phénoménes naturels tiendrait de
méme @ ce que les molécules sont irop petites et trop nombreuses
pour la grossiéreté de nos sens.

Pour mieux le faire comprendre, Maxwell introduit la fiction d'un
« démon » dont les yeux seraient assez subtils pour distinguer les
molécules, les mains assez petiles et assez rapides pour les saisir.
Pour un pareil démon, si 'on en croit les mécanistes, il o’y aurait
pas de difficulté a faire passer de la chaleur d'un corps froid & un
corps chaud.

C'est du développement de cette idée qu’est née la théorie cinétique
des gaz qui est jusqu’icila tentative la plus sérieuse de conciliation
entre Je mécanisme et I'expérience.

Toutes les difficultés ne sont pas vaincues cependant.

Un théoreme facile & élablir nous apprend qu'un monde limité
soumis aux seules lois de la méecanique, repassera toujours par un
état trés voisin de son état initial. Au contraire, d’aprés les lois expé-
rimentales admises (si on leur attribue une valeur absolue et qu'on

veuille en pousser les conséquences jusqu'au bout), l'univers tend
vers un certain état final dont il ne pourra plus sortir. Dans cel état
final, qui sera une sorte de mort, tous les corps seront en repos et a
la méme température.

Je ne sais si 'on a remarqué que les théories cinétiques anglaises
peuvent se tirer de cette contradiction? Le monde, d’aprés elles,
end d'abord vers un etal oul

apparent; et cela est conforme & I'expérience ; mais il ne s’y main-
tiendra pas toujours, de sorte que le théoréme cité plus haut n’est
pas violé; il y demeurera seulement pendant un temps énorme,
d’autant plus long que les molécules seront plus nombreuses. Cet
état ne sera donc pas la mort définitive de 'univers, mais une sorte
de sommeil, d'oir il se réveillera aprés des millions de millions de
siécles,

A ce compte, pour voir la chaleur passer d’un corps froid & un
corps chaud, il ne serait plus nécessaire d'avoir la vue fine, la pré-
sence d’esprit, I'intelligence et 'adresse du démon de Maxwell, il suf-
firait d'un peu de patience.

On voudrait pouvoir s'arréter & cetle étape el espérer qu'un jour le
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télescope nous montrera un monde en train de se réveiller et ou les
lois de la thermodynamique seront renversées.

Malbeureusement d’autres contradictions surgissent; Maxwell fait
d'ingénieux efforts pour en triompher. Mais je ne suis pas sar qu'il
y ait réussi. Le probléme est tellement compliqué qu'il est impos-
sible de le trailer avec une compléte rigueur. On est donc forcé
de faire quelques hypothéses simplificatrices; sont-elles légitimes,
sonl-elles méme conciliables entre elles? Je ne le crois pas. Je ne
veux pas les discuter ici; mais il n'est pas besoin d'un long examen
pour se défier d’'un raisonnement ol les prémisses sont en contra-
diction au moins apparente avec la conclusion, oit I'on trouve en
effet la réversibilité dans les prémisses et l'irréversibilité dans la
conclusion. _

Ainsi I'on n'est pas arrivé & tourner la difficulté qui nous occupe
et il est pey probable qu'on y parvienne jamais. Ce serait méme la
une condampation définitive du mécanisme si les lois expérimen-
tales pouvaient élre autre chose que des lois approchées.

H. POINCARE.
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Théoreme de Lanford (1973)

Lanford obtient rigoureusement I'équation
de Boltzmann pour N spheres duzes de rayon r,
danslalimite N>>1 r<<l Nr ~1

Sous hypothese de chaos moléculaire fort au temps initial
et sur un petit intervalle de temps....
(...Illner, Pulvirenti, Gallagher, Texier, Saint-Raymond...)



Theoreme de Lanford (1973)

Lanford obtient rigoureusement 1'équation
de Boltzmann pour N spheres duzes de rayon r,
danslalimite N>>1 r<<l Nr ~1

Sous hypothese de chaos moléculaire fort au temps initial
et sur un petit intervalle de temps....
(...I1Iner, Pulvirenti, Gallagher, Texier, Saint-Raymond...)

Ce résultat laisse de nombreuses questions en suspens,
en particulier rien sur la propagation du chaos
probable « moteur » de 1'équation de Boltzmann

Mais il établit un pont rigoureux entre
Newton (microscopique, inaccessible, réversible et chaotique)
et Boltzmann (macroscopique, statistique et prévisible)
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